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Resumen

La formalizacién de algunos conceptos mate-
maticos se realiza sobre curvas, ya sea desde
una perspectiva geométrica, numérica o alge-
braica. Sin embargo, al analizar la curva como
concepto intrinseco en el contexto del calculo,
considerando sus aspectos discreto y continuo,
surgen interrogantes sobre la manera como
podria incidir en la comprensioén de conceptos
tales como los de derivada e integral. De alli
que, el presente escrito enfoque su interés en
analizar las relaciones que establecen los estu-
diantes al abordar tales conceptos, y la manera
como intervienen los procesos de razonamiento
infinito para su comprension en el marco de la
teoria de Pirie y Kieren (PK), usando la metodo-
logia TEM (Teacher Experiment Methodology).
Finalmente, se sustenta la pertinencia de la
teoria PK con la comprension del concepto de
curva y su posterior estructuraciéon en un TEM,
a partir de los resultados obtenidos de la trian-
gulaciéon con los cuestionarios, entrevista e
informe de observacién de campo.
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Abstract

The formalization of some mathematical
concepts is carried out on curves, either
from a geometric, numerical or algebraic
perspective. However, when analyzing the
curve as an intrinsic concept in the context of
calculus, considering continuos and discrets
aspects, then questions arise about how it
could affect the understanding of concepts
such as derivative and integral. Hence, this
paper focuses its interest in analyzing the
relationships established by students when
addressing such concepts, and the way in
which infinite reasoning processes intervene
for their understanding within the framework
of the Pirie and Kieren (PK) theory, using
TEM (Teacher Experiment Methodology)
methodology.

Finally, the relevance of PK theory is supported
with the understanding of the curve concept
and its subsequent structuring in a TEM, from
the results obtained from the triangulation
with the questionnaires, interview and field
observation report.
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1. Introduccion

Este estudio centra su interés en la comprension del concepto de curva al abordar el estu-
dio del calculo en los primeros semestres de universidad, especificamente en relacién con
los conceptos de derivada e integral en el plano, pretendiendo responder la pregunta ;Cémo
es el proceso de comprension del concepto de curva en las transiciones entre lo discreto y
lo continuo en el marco de la teoria de Pirie y Kieren? Para ello, se parte de los conceptos de
continuidad y razonamiento infinito como preambulo a una serie de definiciones conside-
radas por autores tales como Newton & Melander (1762), Tarrés (1998) y Cambray (1998)
sobre el concepto de curva. Estas definiciones ponen en evidencia dificultades en procesos
de razonamiento infinito que presentan los estudiantes al abordar los temas de derivada e
integral y para los cuales se analizan posibles implicaciones en la comprension del concepto
de curva en el marco de la teoria de Pirie y Kieren (PK), en estrecha relacidn con los Teaching
Experiment Methodology (TEM).

2. Fundamentacion tedrica

El rastreo de caracter historico-epistemoldgico del concepto de curva, ha permitido siste-
matizar cronolégicamente la evolucién del mismo y considerar elementos diferenciadores en
su estudio a través del tiempo, lo que indica la necesidad de analizar su estrecha relaciéon con
los conceptos formales de derivada e integral.

Newton & Melander (1762) parecen percibir la curva como una trayectoria descrita
por puntos en movimiento abandonando el uso de cantidades infinitesimales. Por su parte,
Leibniz considera que una curva se concibe a partir de un poligono de infinitos lados de longi-
tud infinitesimal. Sin embargo, desde otra perspectiva la definicién de Cauchy de funciones
continuas llevé nuevamente a la reflexion sobre el concepto de curva al entrar en la discusion
entre la continuidad puntual y uniforme. En consecuencia, la comprension del concepto de
curva parece involucrar diversas acciones y expresiones mentales, para lo cual se hace nece-
sario reconocer atributos, representaciones y relaciones entre variables.

Se puede apreciar que Newton, Leibniz y Cauchy logran consolidar conceptos basados en
los aportes de ilustres matematicos que les antecedieron; sin embargo, frente al concepto
de curva dejan en evidencia diferencias cuya discusidn sigue vigente, y es precisamente este
hecho, el que hace necesario enfocar el debate acerca de su comprension, esto en gran medida
porque la comprensién del concepto de curva no se limita a un aspecto lineal y homogé-
neo, en ella estdn inmersas una serie de elementos que deben considerarse. Al respecto, Hitt
(2003) plantea:

Si la ensefianza del célculo se restringe a sus aspectos algebraicos sin poner
atencidn al uso de representaciones diferentes a las algebraicas, dificilmente los
alumnos llegaran a una comprension profunda del calculo. Es dificil concebir que
un alumno pueda entender el calculo sin haber desarrollado, por ejemplo, habili-
dades visuales ligadas a la construccion de conceptos del calculo (p. 1).
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Los estudiantes suelen construir una imagen limitada del concepto y en el caso de una
curva, dicha limitante afecta directamente la elaboracidn de otros conceptos vinculados como
lo son el de derivada e integral, «al tomar atributos no relevantes como si lo fueran para la
definicion del concepto» (Tall y Vinner, 1981, p. 152). De alli que el presente estudio adop-
te los experimentos de ensefianza (Cobb & Steffe; Steffe & Thompson, 2000; Stylianides &
Stylianides, 2013) para intentar dar respuesta al problema de comprensién inmerso en el
concepto de curva y apoyar el aprendizaje de los estudiantes a partir de explicaciones teori-
cas a la luz de la teoria PK, que postula niveles de comprensidn para conceptos matematicos
particulares.

Pirie y Kieren (1994) conciben en su modelo que cada nivel de comprension, mas alla
del conocimiento primitivo, estd compuesto por caracteristicas tales como las complementa-
riedades de la accién y la expresion, y el folding back, aspectos estrechamente ligados, pero
claramente diferenciados, que, en su conjunto, permiten el crecimiento de la comprension.
La complementariedad de la accién puede abarcar actividades tanto mentales como fisicas, y
la complementariedad de la expresion puede revelar a los demas o a si mismo la naturaleza
de las actividades. En este sentido, y considerando la comprensiéon como un proceso, es que
los TEM pueden articularse con la teoria PK, ya que cada fase del experimento de ensefianza
trae consigo acciones, y aunque, la expresiéon verbal no es estrictamente necesaria, es solo a
través de la exteriorizacion que se puede evidenciar la comprension que el estudiante esta
construyendo. Para el experimento de ensefianza considerado en este estudio, se abordaron
los 4 primeros niveles del modelo PK, asi como también las estructuras cognitivas de los estu-
diantes a partir del concepto imagen y del concepto definicion, segin Tall & Vinner (1981).

3. Metodologia

Son diversas las investigaciones que abordan la comprensién en matematicas y que han
permitido comprobar dificultades en su proceso de aprendizaje. Sanchez, Garcia, & Llinares,
(2008) hacen alusién a una serie de resultados de investigaciones en torno a la comprension
de los conceptos de derivada e integral, los cuales estan en estrecha relacién con procesos
de razonamiento infinito. Sin embargo, es necesario propiciar investigaciones que permi-
tan no solo identificar dificultades sino también establecer como podria ser el proceso de
comprension de los conceptos en cuestion. Por tal motivo, para responder a la pregunta de
investigacion, se utilizard una metodologia apoyada en un enfoque cualitativo (Hernandez,
Fernandez, & Baptista, 2014, p. 11), bajo el cual se sometera la comprensiéon (objeto de
estudio) y el concepto de curva (objeto matematico) a la influencia de ciertas categorias
(representaciones graficas, expresiones algebraicas, procedimientos, argumentacion, etc.) en
condiciones controladas (cursos de calculo diferencial e integral de programas académicos de
la Universidad de Antioquia) para observar los resultados que las mismas pueden producir
en los respectivos objetos en cuestion.

Los cursos de calculo hacen parte de los planes de estudio de muchos programas acadé-
micos universitarios. Alli convergen estudiantes segtin el Ministerio de Educacién Nacional
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de Colombia (2006), con una formacion previa del calculo impartido en la secundaria y los
cuales haran un uso variado de los elementos conceptuales de tales cursos de acuerdo con
sus intereses profesionales. Dada su intensidad horaria, el rigor de los cursos y perfiles de los
estudiantes que ingresan a los programas de las facultades de Educacién e Ingenieria de la
Universidad de Antioquia, resulta pertinente desarrollar la investigaciéon teniendo en cuenta
esta poblacion. Esto con el fin de explorar y contrastar y analizar, con base en los enfoques y
su formacion profesional, la comprension que los estudiantes tienen del concepto de curva.

Fundamentado en lo anterior, se sustenta la pertinencia de la teoria PK con la compren-
sién del concepto de curva y se intenta enfocar los esfuerzos en indagar como es posible
estructurar un TEM (Teaching Experiment Methodology), el cual estd enmarcado en el para-
digma metodolégico de la investigacion de disefio (también llamada investigacién basada en
el disefio) con el fin de articularlos y de este modo dar respuesta a la pregunta de investiga-
cion planteada.

Figura 1
Proceso dirigido en la implementacién de los instrumentos

Cuestionario

Entrevista

Cuestionario

Fuente: elaboracion propia.

Los instrumentos tales como cuestionario y entrevista (fig. 1) forman parte de elementos de
recolecciéon de informacion dentro del TEM, el cual estara estructurado con base en las fases y
acciones que se presentan a continuacion:
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Fase

Tabla 1

Estructura del TEM

TEM

Acciones

Descripcion

Preparacion del
experimento

Problema de investigacion.

Formulacion de la pregunta de
investigacion, justificacion del
interés y necesidad de hacer
el estudio y planteamiento de
objetivos.

Sujetos participantes del estudio.

Elegir, justificar la eleccién y
describir los sujetos participantes
del estudio.

Disefio

Disefar en qué va a consistir la
secuencia de intervenciones en
el aula.

Metodologia de ensefianza.

Identificar metodologias de
ensefianza adecuada para el
contenido a abordar en el aula
segun el objetivo de investigacion
planteado.

Hipétesis de investigacion.

Elaborar hipdtesis de
investigacion relativas al
problema de estudio, que pueden
ser contrastadas a partir de las
intervenciones en el aula.

Intervencion

Disefiar la siguiente intervencion
teniendo en cuenta el andlisis

de los datos ya recogidos, la
blusqueda bibliogréafica realizada,
los conocimientos previos de

los estudiantes y el trabajo
efectuado en el aula.

Redefinir

Elaborar hipétesis sobre los
resultados por obtener en las
intervenciones por realizar.

Intentar prever las posibles
reacciones de los estudiantes
y las dificultades que puedan
presentarse.

RECIE

+ Instituto Superior de Formacién Docente Salomé Urefia

881



882

CARLOS MARIO PULGARIN PuLGARIN, CARLOS MARIO JARAMILLO LOPEZ Y RENE ALEJANDRO LonDpoRo CANO

(Continuacion)

Modificar de forma justificada
el disefio de la intervencion,
Intervencion en el aula. si se considera conveniente
de acuerdo con los objetivos
concretos de la intervencion.

Contrastar los resultados con la

Disefio y formulacion de hipotesis. hipotesis previamente elaborada.

] Recoleccion exhaustiva de datos
Experimentacion y mediante grabaciones de audio
analisis preliminar o video, evidencia de hojas de

trabajo de los estudiantes, toma
de notas, etc.

Analizar los datos recogidos en
Recoleccién de datos. el aula.

Toma de nota por parte del
investigador-docente (en caso
de que lo considere necesario)
sobre las intervenciones, que
complementen y ayuden al
andlisis de los datos recogidos.

Realizar la transcripcién de las
Organizacién de datos. grabaciones realizadas.
Sistematizar los datos obtenidos.

Analizar todos los datos de forma
conjunta.

Dar respuesta si es posible a los
objetivos del estudio.

]| Contrastar los resultados.

Andlisis Elaborar un modelo que
retrospectivo describa el aprendizaje o
desarrollo de los alumnos, de
Andlisis de datos. los docentes o de las tareas

realizadas, de los cambios que
son considerados aprendizaje
o desarrollo de los alumnos
a lo largo del experimento
de ensefanza, entendiendo
estos como ocasionados por
las maneras de operar y las
situaciones puestas en juego por
el investigador-docente.

Fuente: elaboracion propia.
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A partir de los informes obtenidos de las observaciones dentro del trabajo de campo del
TEM y los instrumentos cuestionarios y entrevista, se sistematiza y triangula la informacién
con el fin de analizar el proceso en el marco de la teoria PK.

4. Resultados

El hecho de que el conocimiento consista en una relacién de significados, también se
destaca en la naturaleza constructiva del aprendizaje y su consecuencia mas inmediata, que
el conocimiento previo puede afectar considerablemente lo que el alumno comprende y
aprende. Artigue (1995) menciona que «hay dificultades para que los jovenes de primeros
semestres de universidad logren una comprension satisfactoria de los conceptos y métodos
de pensamiento que conforman el centro del analisis matematico. Por ejemplo, algunos estu-
diantes son capaces de resolver ejercicios propuestos solo con la aplicacién correcta de las
reglas de derivacion, sin embargo, tienen dificultades cuando necesitan el significado de la
nocion de derivada, ya sea a través de su expresion analitica, como limite del cociente incre-
mental o en su interpretacién geométrica, como pendiente de la recta tangente» (Citado por
Sanchez-Matamoros, 2008, p. 269).

5. Conclusiones

El estudio de la comprension del concepto de curva en el marco de la teoria PK, puede
aportar elementos de gran relevancia para la educacién matematica en lo concerniente al
calculo diferencial e integral, considerando la estrecha relacién entre los aspectos discreto y
continuo a partir de procesos de razonamiento infinito.

La experiencia en el aula es un espacio académico en el cual emergen un sinntimero de
aspectos relacionados con la comprension de conceptos. Para el caso del concepto de curvas,
se puede observar que este espacio, sustenta la necesidad de una fina discusion y formali-
zacion de la triada: discreto, continuo e infinito. Y para efectos del desarrollo del presente
estudio doctoral con base a los fundamentos histéricos y epistemolégicos del concepto de
curva, se parte de la premisa de que el concepto de curva subyace a los conceptos de derivada
e integral.

En relacion con esta ultima consideracion, resulta pertinente el disefio de un TEM que arti-
culado a la teoria PK consolide resultados conducentes a determinar cdmo es el proceso de
comprension de los estudiantes cuando enfrentan transiciones entre lo discreto y lo continuo
en relacion al concepto de curva, en el contexto del calculo.
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